Annahmekennlinien !

Eine Anwendung der Poisson-Verteilung in der Praxis ?

J. Schdrf, Wien

Bine gut funktionierende Qualititskontrolle ist eine Voraus-

setzung fur das {iberleben eines Betriebes in einer freien Wirtschaft.

Bei Massenfertigung ist die statistische Qualititskontrolle, kurz
9QK genannt, ein unentbehrliches Hilfsmittel der Qualititssicherung.
Man kann zwei Hauptzweige der SQK unterscheiden, die statistische
Qualitdtsregulierung (Kontrollkartentechnik) und die statistischen

Stichprobenverfahren.

Im ersten Pall wird die Erzeugung mit Hilfe statistischer

Methoden kontrolliert und gesteuert.

Im zweiten Fall wird mit Hilfe statistischer Methoden von der
Qualitdt von Stichproben auf die Qualitit der Grundgesamtheit ge-
schlossen. Bei zerstdrenden Priufungen ist dies der einzig mogliche

Weg (Photoblitze!).

Man kann ferner zwischen einer Priifung quantitativer, also
meBbarer Merkmale und einer Priifung qualitativer Merkmale unter-
scheiden. Im ersten Fall spricht man von einer Variablenprifung,
im zweiten Fall von einer Attributprifung. Bei der Attributprufung
wird nur zwischen "gut" und "schlecht” entschieden (z.B. Kaliber-

kontrolle).

Wir beschridnken uns hier auf attributive Stichprobenprifung.
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Zunkichst definieren wir die Begriffe Grundgesamtheit, Los,
Stichprobe und Annahmezahl.

Die Menge der in Betracht gezogenen Einheiten heilt Gundgesamtheit.

Die Anzahl der Einheiten der Grundgesamtheit heiBt Umfang der

Grundgesamtheit.

Zine echte Teilmenge der Grundgesamtheit vom Umfang N heiB8t dann
Tos (Priiflos!), wenn sie ala Cesamtheit beurteilt werden soll,

Bine Stichprobe vom Umfang n umfalt n Einheiten, die einem Los

zur Priifung entnommen werden.
Die maximal zugelassene Anzahl fehlerhafter Einheiten in der
Stichprobe, bei der das Los noch angenommen wird, heift Annahme-

zahl c.

Modell: Eisenbahnwaggon mit 200 Kisten je 100Q Binheiten., Jeder
Kiste soll eine Stichprobe vom Umfang 100 entnommen werden. Wenn
in einer solchen Stichprobe 3 oder weniger Fehler auftréten, dann
so0ll die Kiste angenommen werden. Treten 4 oder mehr Fehler in
der Stichprobe auf, dann s0ll auf Kosten des Erzeugers jede in
dieser Kiste enthaltene Einheit einzeln gepriift werden. Ergibt
diese Priifung, da8 der vereinbarte FPehlerprozentsatz 3% liber=-
schritten ist, aich also mehr als 30 fehlerhafte Sticke in der
Kiste befinden, dann ist der Inhalt dieser Kiaste, aselbstverstindlich
zu Lasten des Erzeugers, zu vernichten,

Erzeugung ...... Grundgesamtheit

200 Kisten .,.... betrachtete Gesamtheit

Kiste .v¢ceveves Loa vom Umfang N = 1000

n=100 .,000..., 3tichprobenumfang

c = 3 20902008830 Ann&hmez&hl
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Wenn die Grundgesamtheit einen Pehlerprozentsats von s.B. 1% hat,

dann gilt:

) Anzahl der angenommenen Lose
Zmpirische Annahmewahrscheinlichkeit P = I3;EEx-a;;rs%%%§35{3¥aﬁ-r33;
(bei p = 1%)

Wenn man P fir verschieden Fehler-
prozentsitze ermittelt, so erhilt t1T
man eine Funktion, deren graphische P
Daratellung Annahmekennlinie fur 0,51t
n=100 und ¢=73 heist,

yir berechnen fir unser Modell die

h
9
v

empirischen Annahmewshrscheinlich- C 1 2 5 4 5 100p
xeiten mittels gleich verteilter

7ufallszahlen mit einem Tiachcomputser.
24in durchachnittlicher Schiler xann diesea BASIC-Programm in weniger

als 15 Minuten schreiben.

o

100 RANDOM : FOR K=1 TO 200

149 FOR I=1 TO 8 FCI>=3 : NEXT 1

1208 FOR I=1 TO 190 2=RNDC108)> : IF 2<3 THEM FC2ImFC(2ZO+1
139 NEXT I

149 FOR T1=2 70 8 FCID=FCId+FCI-1) NEXT I

130 FOR I=1 7O 8 : IF FCIX><=3 THEN KCI>=K<Id>+1

1608 NEXT I.K
179 FOR I=1 TO 8 : PRINT I,K(I)/200 : NEXT 1

Aive
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Wir erhalten folgende Verte':

100p 1 2 3 4 5 6
Pomp 0,99 0,87 0,66 0,41 0,22 0,11
Ptheor 0,98 0,86 0,65 0,43 0,27 0,15

o) 1

166p

P. ... Annahmewahrscheinlichkeit

bei p = 1,5%
PR ... RUckweisewahrscheinlichkeit
bei p = 1,5%

Jede Stichprobenprifung ist mit einem Risiko verbunden, das sich

auf den Lieferanten und den Kunden verteilt.

Annahmekennlinien sind ein unentbehrliches Mittel fUr die Beur-

teilung von' Lieferanten - und Kundenrisiko.

Wir unterscheiden bzgl. des Risikos vier Zonen:

¥

I1I

II

>

106p

Zone I Annahmewahrscheinlichkeit
guter Lose.
Dis Lieferung wird zu Recht

angencmmen.

1 In der letzten Zeile befinden aich zum Vergleich die theorsti-

achen YWerte der Annahmewahrascheinlichkeit,
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Zone II Annahmevahracheinlichkoit schlechter Lose.

Die Lieferung wird zu Unrecht angenommen.

zZone III Ruckweisewahrscheinlichkeit guter Lose.
Die Lieferung wird zu Unrecht zurickgewiesen.

Zone IV Ruckveieewahrscheinlichkeit schlechter lose.
Die Lieferung wird mit Recht zuriickgewiesen.

Die Risikozonen III und II kinnen durch die ¥ahl steilerer An-

nahmeknnlinien verkleinert werden.

K1 <ﬁ.;s¢« 2
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100 -
¥ir wollen nun anhand der neben- \ g’.ggcc:c;
a . y
stehenden Abbildungen die wirt- 0.7% o ﬁg’,:;%%;:g
" 3\ \\ Fn=a00,c=4
senaftliche Bedsutung der Annahme: : -\ T ,
kxennlinien untersuchen. » Bl \\ \Y T\\
| 025 : Iz Kﬁ\' \\‘\
Wir betrachten zundchst die Stich {\\ ~~LLl !
M ~\ :“:"
probenpline II(n=50; g=1) und 0 : ~— S
1 2 3 4 5 6 7
III (n=100; c=2). ——e=00p

" prozentuelles Denken” fihrt auf Abwege; eine 3tichprobe mit n,¢c
verhdlt sich anders als eine doppelt so grofe 3tichprobe mit der

Annahmezahl 2c¢.

Bei etwa 1.5% Ausschu8 der Grundgesamtheit haben beide Stichproben

die Annahmewahracheinlichkeit 0,82.
Bei p=3% wird das Los II in 56 von 100 Fillen, das Los III aber

nur in 42 von 100 Fidllen angenommen.

Bei p=4% und p=5%, ... 1gt der Unterschied noch grdBer.
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Ein Liefprant, der die schlechte Qualitit seiner Brgzeugnisse keant,
wird daher versuchen, da8 das Schema II flr die Abnahme gewdhlt
wird. Ala Vorwand fur diese Wahl wird wohl dis billigere Stich=
probenentnahme herhalten miissen.

Der Kunde muB immer bedenken, daB n=100, ¢=2 keine Garantle fiir
aur 2% im Los sind.

Br muB wissen, da8 jedem Paar n, ¢ genau aine Annahmekennlinie
entspricht und umgekehrt.

3tichprobenpliine sollen sowchl dis Interessen des Liefseranten alas
auch die des Kunden bericksichtigen.

Berechnung von Annahmekennlinien

Annahmekennlinien kann man mit der Hypergsometriaschen Vertelilung
oder der Binomialverteilung oder mit der Poisson-Verteilung be=
rechnen, |
Hypergeometrische Verteilung:
(s {0

e

P(x) =

ist die Wahrscheinlichkeit, da8 sich ia einer 3tichprobe vom Um-
fang n, die einem Los vom Umfang N antnommen wurde, x defekte Ein-
heiten befinden.
Pir groB8es n und kleinss p kann man atatt der Hypergecmetriaschsn
Verteilung die Bincmialverteilung verwenden.
Eas gilt dann:

P(x) = (:) ptq™ %
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Ffdr p+* 0OAn-oA Np-> U geht die Binomialverteilung in die
Poisson-Verteilung Uber. Eine einfache Herleitung der Poisson-

Yerteilung stammt von Varangot:

n-Xx

Pz) = x‘.lgixﬂ P

z=1 nex+i

[]
P(x-1) = (x-1 5‘.ntx.1-x+’| TP 1

: x
P(x' =,n-xM.Esnpu'ﬁ"’ﬁ i
X- x q x - q

Fir n+® A p+ OA npa> A q-=1 srhaltsn wir die Rekursions-

—

formel

P(x) = %- P(x-1)
P(1) =% P(0)

2
P(2) =§%-P(1) = Yr 2(0)

P(2) = +uerern = by P(O)

Bel der Binomialvarteilung g3ilt
P(0) = ¢ = (1-p)® = (1 -EB)P = (1 -8

Mit 1im (1 =%)? = e~ erhalten wir somit:
o a

P(x) = -"-—:—i—ﬁ
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Querverbindungen zum EDV-Unterricht:

(1) Hypergeometrische Verteilung

1. Vsreicn 3it Direktformel
(2) Binomialverteilung

(3) Poissonverteilung

(4) 1 =3 in einem Programm

4

In der Praxis hat man es oft nicht ait der ¥ahrecheinlichkeits=
funktion, sondern mit der Verteilungsfunktiom zu tun,
Bel diskreten Verteilungen gilt:

b 4

F(x) = Plzxsx) = ¥ Plk)

k=0

Somit: P(x) = F(x) = P(x=-1)

Querverbindung zur EDV: Tabellen der Verteilungsfunktionen der
diskreten Verteilungen.

Nun zu unserer Annahmeknnlinie fUr n=1C00 und ¢=73,
Die Annahmewahrscheinlichkeit iat dle Wahrscheinlichksit dafur,
dafd sich in der Stischprobe ¢ ocder weniger Fehler befindsn. Wir

mlissen daher mit den Verteilungsfunktionsn arbeiten. Somit gilt:

PA(o) = F(a).

P u=np| Fluje=3)

1 Die Werte der Poisson-Verteilungs-
0,981

0,857 funktion entnehmen wir der

0,547

0,433 Tabells.

0,265

0,151

0,082

SOOCOOCOOCO
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2. Version mit Rekursionsformel
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Querverbindungen zur EDV: Zeichnen ainer Annahmeksnnlinie. :
28 ergibt sich die Frage: Wie wirken sich Anderungen von n oder ¢
auf die Form von Annahmekennlinien aus? f

] = -

» ¥ ¥ v v @ 100p
¥ir erkennen:  ps ;
Mit Xleiner werdendem ¢ und mit wachsendem n g
werden die Kurven steiler; die Trennschirfe 5
wdchat. B %
Grenzfall ist die nebenstehende Verteilung. | Po Hocy %
%8 gibt viele Stichprobenpliine. Jeder dieser Pldne ist durch 1
zwel GrundgrdBen bestimmt, durch den Prifungspunkt P, und durch :
die Steilheit ho‘ %
Zwischen ho' Pyr» B und ¢ bestehen die von Campell und Hamaker :
zum Teil theoretisch, zum Teil empirisch gefundenen Beziehungen %
np, = c+0,67 *ﬁ
ghoz = np_ +0,06 = ¢+0,73 3
i

die auf der Poisson-Verteilung beruhen.

s o N et R GRTR s




- 134 =

Jehr verbreitet ist eia Stichprobensystem, daa ala Prilfprozent

AQL, die annehmbare Qualitdtsgrenzlage (acceptable quality leval)

benltzt.

Beim AQL-Wert, der iblicherweisse in ?rozenﬁmangegeben wird, werden

die lLose in atwa 95 von 100 Fdllan A

angenommen. 0.75 ]
Wie berechnet man diese Ine 10,c20 |
Annahmekennlinien? : - 950— 'I;IIg: 3%%’,2:3
Bs sind ¢ und P(AQL)=0,95 AQL=0,5% \{
' 0,25 —
vorgsgeben. EI\ \\
4 ]

2 3

-———-1“)9

Fir ¢=0 und AQL=0,5% erhalten wir aus der Tabelle‘ u=0,05.

Somit n. 0,005 = 0,05 = n = 10.

-

Fir ¢=2 und AQL=0,5% erhalten wir:

Flu3;2) = 0,95 = u = 0,80 n.0,005 = 0,80=n

Stichprobenpline, bei denen die Entscheidung iber das Los nach

der Beurteilung einer einzigsn 3tichprobe erfolgt, hailen 23in-

fache Stichprobenpline.

Bei doppelten Stichprobenpllinen kann die Entschsidung bareits

pach der Beurteilung einer 3tichprobe fallen, sie aufl absr nach

der Beurteilung der zweitsn 3tichprobe fallen.

' x=0; P(u,0) = 0,95

4

[*11
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Vorgangsweisa: Dis Anzahl 1‘ der fehlerhaften Binheiten der

1. Stichprobe wird @it ¢, verglichen.

Ist 1‘301, dann wird das Loa angenommen.

Ist iy>ry, dann wird das Los gesperrt.

Gilt ¢y < iy <1y, dann wird aine zweite 3tichprobe mit dem Um-
fang n, durchgefihrt.

Pir die Auswertung dieser zweiten Priifung 3ind die Summenzahlen .
oy +n,, 3

! Br ausschlaggebsnd.

Falls 11 +125 Sc ist, so wird das Los angenommen.
Falls 114-12)8r ist, so wird das Los gesperrt.

In der ONORM A 6650 ist ein vereinfachtes Verfahren fur attri-
butive Stichprobenprifung angegeben, dem der AQL zugrunde liegt.
s 3ind dort filr einfache und fUr doppelte Stichprobenpléne zu

gegebenem Losumfang Stichprobenumfang nebtst zugehfrigem ¢ urd r
(Riickwelsezahl) angegeben.

Auszlige aus den Tabellen befinden aich in der 13, Auflage meiner
Funktionen- und Zahlentafeln.
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TMafachar Dtlehprobenpinn 2ue attribadven Keudols )
Lowgg':‘l N 23% 208% 1.9% 13%
yon bis B ¢ {4 a 2 ¥ E ] 4 4 2 4 ?
1 L ] 32 L] L] - ] 8 % 3 3 $ | ] £
e | v Jels| m e} i b 3 ol
1] 30 ] IR W | 8| 3 "I 'BERERE
0 o) =2 |9} o | 8| 13 |91 " ERER
31 o] @ |9} " BERE w {12 " ERER
3 500 2 o |9 0 |1 | 2 1) 11 sa {213
S0t 1200 128 § 2 B ] | 2 E k 3 0 3 L
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8201 90000 0 4 3 08 3 4 e % ] 200 7 8 4
10001 38000 | 8 | 3 4| !/, 3 ] 3 I BEREE I E RELEE
38001 150000 300 s {9 s | ¥ 8 we 1IN 00 |14 |18 |

*'dgznn der Stichprobenumfang n laut Tabelle gleich oder
grofer als der tatadchliche Losumfang ¥ ist, dann
100%-Priifung durchfilhren,

Beispiel: N =490, AQL=1,5% a=30, e=2, T=3

Doppeiter Stichprobenplan 2ur asttributlven Keantrolle 1
]
fang N
e Vi 0.4% 2.8% 8% 8%
von bis m (4] T Y (1] "y M &K L4 m & 4]
M+ ng Se Se | M+ iV Se Se M+ g 3. S | M4+ S. S,
, *80 o | a] “s0 | 8| & °92 92 | 2| °20 | 0| 2
| ] 0] 190 1 | 2 100 | 1} 2 28 t |2 o | 1|2
}___' a L A N A a b1
°80 2| 2 50 | 9 | 2 e ] o | 2 CEERE:
" 150 | 100 112 100 11 % 84 v | 2 0 | 1|2
. = A _ A A I | IO
*80 "B i |82 ® 8| 2 L ERE N
181 w0 180 1|2 100 112 Y] i1 0 | 1] 2
- ——A - - - e e - A—_ — - - —— iy - . - - o . - “——i-
20 2| 2 ' BERE ] 'R ® | 0|3
o1 00| 120 2 00 | 11 @8 4 118 34 | 3| 4
A
) a3l e [e] 2 o o8 | s |1 ]
Wm0 | g g e v [0 3] e |34} 00440
1201 3200 %0 9 | 2 o | 9| 3 29 t |4 30 | 218
N L IO N I O L 8] 8 | 0 4 | 8] w0 | 8|7 J
[ 32017 10000 | 128 0| 3 198 | 1| 8 1943 2| 8 28 | a3 7 i
T 220 | 3 | 4| %30 4§ |3 248 $ |7 mo |89
] woor 8o00] 200 | 1 | o] wo | 23| me {3}y 08 9
L {_ w0 | 8 18 we |8 |7 0 'R w0 |12 118
3om1 1500001 318 ' 73 3 {7 318 "B EREEL R
330 8 {7 3w | 9|3 s | p |19 330 |18 |19 l

A Wahlweiss entaprechenden Binfachplan verwenden

s Wenn der Otichprobenumfang n laut Tabelle glaich oder
gréfer als der tatsdchliche Losumfang H ist, dann

1 00%-Priifung durchfiihren,

Beispiel: N =9989, AQL=1 ,5%
n' = ?25’ 1'31 23' 1'1 =73 B.‘ "*’3232501 Scz ’3, 3”4:29

'Y

Auszug aus ONORM A665Q, Attributive Stichprobenprifung
(mit CGenehmigung das OUsterreichischen Hormurgsinstituta).
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Beispiele:

Binfacher Jtichprobenplan: Zu ¥=810 und AQL=1,5% finden wir

Doppelter Stichprobenplan: Zu N= A10 und AQL=1,5% finden wir

Literatur:

HHORM 6650, DIN 40080

¥illenze, Schaafsma, Moderne Qualititskontrolle,
Rindhoven: Philips Technische Bibliothek.

Qualitdtssicherung von eingekauften Guter, Pnilipsa.

Sadowy, Industrielle Statistik,
Vogel-Verlag.

Istvan Vincze, Mathematische Statistik mit industriellen

Anwendungen.

Prof.Dr.J. Schirf
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1200 Wien
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